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ON SOME ADDITIVE PROBLEMS IN NUMBER THEORY (V.2)
ANDREI ALLAKHVERDOV
Аннотация. In this article, we consider some problems in additive number theory. Elementary
solutions for the Goldbach-Euler conjecture and the twin primes conjecture are presented. The
method employed also makes it possible to obtain some interesting results related to the densities
of sequences and gaps between primes. A stronger version of the Goldbach-Euler conjecture, in which
the strengthening is established by reducing the set of all primes to the set of twin prime pairs, is
also presented. The proof is based on the direct construction of the double sieve Eratosthenes-type
and does not use empirical or heuristic methods.
All results of the profoundest mathematical investigation must ultimately
be expressible in the simple form of properties of integers.
Leopold Kronecker
Regarding the relative powers of elementary sieve methods and the
analytical methods one usually considers that the latter should be more
powerful... But history has shown that such views are not totally correct.
H.E. Richert, Lectures on Sieve Methods,
Tata Institute of Fundamental Research, 1976
1. Обоснования и соглашения
Доказательства основаны на свойствах классов вычетов Z/6Z, а именно: классы вычетов 1¯6
и 5¯6 содержат все нечетные простые числа, за исключением числа 3; любой из четных классов
вычетов по модулю 6 может быть представлен как сумма или разность классов 1¯6 и/или 5¯6;
последовательности, составленные из множеств 1¯6 и 5¯6, упорядоченных по возрастанию или
убыванию, хорошо структурированы по простым числам. Это позволяет построить двойное
решето Эратосфенова типа.
Пусть P – множество всех простых чисел. Далее мы везде полагаем p ∈ P, где P = P \{2, 3}.
Выражение #Sm обозначает число ненулевых членов последовательности Sm.
2. Предварительные замечания
2.1. Хорошо структурированные последовательности.
Определение 1. Последовательность S хорошо структурирована по числу q, если индексы
членов последовательности S, кратных числу q, образуют арифметическую прогрессию с
разностью q.
Пусть A = { ai : ai = 6i − 1, i ∈ N} и B = { bi : bi = 6i + 1, i ∈ N} – две последовательности
нечетных чисел:
Date: date.
2010 Mathematics Subject Classification. 11A41, 11B05, 11B13, 11P32.
Key words and phrases. Primes; additive problems; Goldbach-Euler conjecture; twin prime conjecture; first Hardy-
Littlewood conjecture; double sieve Eratosthenes-type; difference between primes; density of sequences.
1
2 ANDREI ALLAKHVERDOV
A = { 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47, 53, 59, 65, 71, 77, 83, 89, 95, 101, . . . },
B = { 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55, 61, 67, 73, 79, 85, 91, 97, 103, . . . }.
Теорема 2. Последовательности A и B хорошо структурированы по всем простым числам
p ∈ P.
Доказательство. Eсли ai составное, то найдутся такие j 6= 0, k 6= 0, что будет иметь место
равенство
ai = 6i− 1 = ajbk = (6j − 1)(6k + 1) = 36jk − 6k + 6j − 1.
В этом случае мы имеем два выражения для i:
i = k (6j − 1) + j = kaj + j,
i = j (6k + 1)− k = jbk − k,
которые определяют два семейства арифметических прогрессий:
aj | ai ⇔ i = +j + kaj ,(1)
bk | ai ⇔ i = −k + jbk,(2)
Если bi составное, тогда найдутся такие j 6= 0, j
′ 6= 0, или k 6= 0, k′ 6= 0 , что будет иметь место
по крайней мере одно из равенств
bi = 6i+ 1 = ajaj′ = (6j − 1)
(
6j′ − 1
)
= 6
(
6jj′ − j − j′
)
+ 1,
bi = 6i+ 1 = bkbk′ = (6k + 1)
(
6k′ + 1
)
= 6
(
6kk′ + k + k′
)
+ 1.
В этом случае также имеем два выражения для i:
i = j′(6j − 1)− j = j′aj − j,
i = k′(6k + 1) + k = k′bk + k,
которые определяют два семейства арифметических прогрессий:
aj | bi ⇔ i = −j + j
′aj,(3)
bk | bi ⇔ i = +k + k
′bk.(4)
Из выражений (1), (2), (3) и (4) следует, что каждая из последовательностей A и B хорошо
структурирована как по всем числам aj ∈ A, так и по всем числам bk ∈ B. Окончательно,
утверждение теоремы следует из того, что A ∪B ⊃ P. 
2.2. Процедура просеивания. Таким образом, для любого p ∈ P в каждой из последо-
вательностей A и B существует ровно одна подпоследовательность, члены которой кратны
простому p и которые образуют арифметическую прогрессию с разностью 6p. Индексы членов
этой подпоследовательности образуют арифметическую прогрессию с разностью p.
Процедура просеивания последовательности S по числу p состоит в замене составных чисел
этой последовательности, кратных числу p нулями. Последовательность S, просеянную по
числу p мы обозначаем символом S\λp. Последовательность S, просеянную по всем p ∈ P мы
обозначаем символом S\λP .
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2.3. Последовательности A, B, L и R. Пусть A = A \ λP и пусть B = B \ λP. Определим
последовательности L и R следующим образом: L = {li : li = i если ai ∈ P; li = 0 если ai /∈ P}
и R = {ri : ri = i если bi ∈ P; ri = 0 если bi /∈ P} , то есть
A = { 5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, . . . },
L = { 1, 2, 3, 4, 5, 0, 7, 8, 9, 10, 0, 12, 0, 14, 15, 0, 17, . . . },
B = { 7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, . . . },
R = { 1, 2, 3, 0, 5, 6, 7, 0, 0, 10, 11, 12, 13, 0, 0, 16, 17, . . . }.
Все ненулевые члены последовательностей A и B являются простыми числами. Все ненулевые
члены последовательностей L и R являются индексами ненулевых членов последовательно-
стей A и B. Очевидно, последовательности L и R наследуют структуру последовательностей
A и B в смысле распределения нулей. Индексы нулевых членов последовательностей A и L
определяются правыми частями выражений (1) и (2); индексы нулевых членов последователь-
ностей B и R определяются правыми частями выражений (3) и (4).
Далее определим последовательности Am
′
= {am
′
i : a
m′
i = ai+m′}, B
m′ = {bm
′
i : b
m′
i = bi+m′},
являющиеся остатками последовательностей A и B после m′-го элемента, например,
A 5 = { 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, 131, . . . },
B 6 = { 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, 109, 0, 0, 127, 0, 139, . . . }.
Таким же образом, для последовательностей Lm
′
и Rm
′
будем иметь
L 5 = { 0, 7, 8, 9, 10, 0, 12, 0, 14, 15, 0, 17, 18, 19, 0, 0, 22, . . . },
R 6 = { 7, 0, 0, 10, 11, 12, 13, 0, 0, 16, 17, 18, 0, 0, 21, 0, 23, . . . }.
В общем случае, выражение S{g} обозначает конечную или бесконечную последовательность,
члены которой некоторым образом определены.
2.4. Отрезки последовательностей. Пусть Sm = {si}
i=m
i=1 обозначает начальный отрезок
длины m последовательности S, например,
A14 = (5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83),
B14 = (7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0).
Такие отрезки мы называем прямыми отрезками, а отрезки
A′14 = (83, 0, 71, 0, 59, 53, 47, 41, 0, 29, 23, 17, 11, 5),
B′14 = ( 0, 79, 73, 67, 61, 0, 0, 43, 37, 31, 0, 19, 13, 7),
- обратными отрезками. Таким же образом мы определяем отрезки последовательностей Lm,
Rm, L
′
m и R
′
m:
L14 = ( 1, 2, 3, 4, 5, 0, 7, 8, 9, 10, 0, 12, 0, 14),
R14 = ( 1, 2, 3, 0, 5, 6, 7, 0, 0, 10, 11, 12, 13, 0),
L′14 = (14, 0, 12, 0, 10, 9, 8, 7, 0, 5, 4, 3, 2, 1),
R′14 = ( 0, 13, 12, 11, 10, 0, 0, 7, 6, 5, 0, 3, 2, 1).
2.5. Функция счета ненулевых элементов. Пусть pi(a, n) - количество простых вида 6i−1
меньших n и пусть pi(b, n) - количество простых вида 6i+1 меньших или равных n+1. Полагая
n = 6m, будем иметь
pi (a, n) = pi (a, 6m) = #Am = #Lm =
∑
li6m, li 6=0
1,
pi (b, n) = pi (b, 6m) = #Bm = #Rm =
∑
ri6m, ri 6=0
1.
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2.6. Четные числа. Пусть G = {g} - множество всех положительных четных чисел. Разобъем
множество G \{2} на три непересекающиеся множества (классы вычетов по модулю 6) и будем
полагать, что G1 = {g1m : g
1
m = 6m−2}, G
2 = {g2m : g
2
m = 6m}, G
3 = {g3m : g
3
m = 6m+2}. Каждое
целое число m > 1 определяет три последовательных четных числа g1m, g
2
m, g
3
m, по одному из
каждого класса.
2.7. Суммирование отрезков. Сумму (разность) двух последовательностей S′ = {s′i} и
S′′ = {s′′i } определим как последовательность S = {si : si = s
′
i ± s
′′
i если s
′
is
′′
i 6= 0; si =
0 если s′is
′′
i = 0}. Таким же образом определим сумму (разность) двух отрезковS
′
m = {s
′
i}
i=m
i=1
и S′′m = {s
′′
i }
i=m
i=1 как отрезок Sm = {si : si = s
′
i ± s
′′
i если s
′
is
′′
i 6= 0; si = 0 если s
′
is
′′
i = 0}.
Мы считаем, что последовательность S = S′+S′′ просеяна по p, если обе последовательности
S′ и S′′ просеяны по p, то есть S \ λp = S′ \ λp+ S′′ \ λp.
2.8. Бинарные аддитивные задачи.
2.8.1. Пары простых чисел с фиксированной разностью. Пусть pig(n) – число простых чисел
p, не превосходящих n и таких, что p′ = p+g также простое. Каждый из классов четных чисел
может быть представлен в виде разности двух нечетных из A и/или B строго определенным
образом, а именно g1m′ = ai+m′ − bi, g
2
m′ = (ai+m′ − ai) = (bi+m′ − bi), и g
3
m′ = bi+m′ − ai. Эти
тождества позволяют построить конструкции, дающие решение задачи нахождения всех таких
пар для любых g > 2 и n:
pig1
m′
(n+ 1) = #
(
Am
′
m − Bm
)
= #
(
Lm
′
m −Rm
)
,(5)
pig2
m′
(n+ 1) = #
(
Am
′
m −Am
)
+#
(
Bm
′
m −Bm
)
(6)
= #
(
Lm
′
m − Lm
)
+#
(
Rm
′
m −Rm
)
,
pig3
m′
(n) = #
(
Bm
′
m −Am
)
= #
(
Rm
′
m − Lm
)
.(7)
Заметим, что pig1
m′
(n+ 1)− pig1
m′
(n) 6 1 и pig2
m′
(n+ 1)− pig2
m′
(n) 6 1.
Замечание 3. Если 3 | g, то g имеет представления двух видов, как показано в (6).
Найдем, например, число пар p, p′ = p+ 28, где p 6 126 + 1. Мы имеем 28 = g15 ∈ G
1, m′ = 5
и m = 126/6 = 21. Применяя конструкцию (5), получим
A521 = 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, 131, 137, 0, 149, 0.
B21 = 7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, 109, 0, 0, 127.
S21{28
−} \ λP = 0, 28, 28, 0, 28, 0, 28, 0, 0, 28, 0, 28, 28, 0, 0, 0, 28, 28, 0, 0, 0.
Символ 28− обозначает, что число 28 здесь представлено как разность двух простых чисел.
Каждый ненулевой элемент отрезка (S21{28
−} \ λP) определяет одно из представлений числа
g15 = 28 в виде разности двух простых. Таким образом, pi28(127) = #(S21{28
−} \ λP) = 9.
Подставив m′ = 5 и m = 126/6 = 21 в конструкции (6) и (7), мы получим число пар простых
с разностью 30 и 32 соответственно.
2.8.2. Простые числа близнецы. Особым и важнейшим случаем простых с фиксированной
разностью являются простые-близнецы. Из тождества bi − ai = 2 получаем конструкцию
pi2(n) = # (Bm −Am) = # (Rm − Lm)
для числа пар простых-близнецов pi2(n), не превосходящих n = 6m. Пусть B−A = T . Так как
A = A\λP , B = B\λP , то
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B =7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, 109, 0, 0, 127, . . .
A =5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, . . .
T \ λP =2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 0, . . .
В последовательности T \ λP каждый член равный 2 указывает на пару простых-близнецов.
Теперь определим важную последовательность T = {ti : ti = i if liri 6= 0; ti = 0 if liri = 0}:
R = 1, 2, 3, 0, 5, 6, 7, 0, 0, 10, 11, 12, 13, 0, 0, 16, 17, 18, 0, 0, 21, 0, 23, 0, 25 . . .
L = 1, 2, 3, 4, 5, 0, 7, 8, 9, 10, 0, 12, 0, 14, 15, 0, 17, 18, 19, 0, 0, 22, 23, 0, 25 . . .
T = 1, 2, 3, 0, 5, 0, 7, 0, 0, 10, 0, 12, 0, 0, 0, 0, 17, 18, 0, 0, 0, 0, 23, 0, 25 . . .
Здесь, если ti 6= 0, тогда 6ti∓ 1 оба простые, то есть образуют пару простых-близнецов. Легко
видеть, что последовательность T наследует структуру T \λP в смысле распределения нулей.
2.8.3. Представление четных чисел в виде суммы двух простых. Пусть pi+(g) число представ-
лений четного числа g в виде суммы двух простых. Каждый из классов четных чисел может
быть представлен в виде суммы двух нечетных из A и/или B строго определенным образом, а
именно: g1m+1 = ai+am−i+1, g
2
m+1 = ai+bm−i+1 и g
3
m+1 = bj+bm−j+1. Эти тождества позволяют
построить конструкции, дающие решение задачи нахождения всех таких пар для всех четных
чисел g > 10:
pi+(g1m) > 0.5 ·#
(
Am−1 +A
′
m−1
)
= 0.5 ·#
(
Lm−1 + L
′
m−1
)
,(8)
pi+(g2m) = #
(
Am−1 + B
′
m−1
)
= #
(
Lm−1 +R
′
m−1
)
,(9)
pi+(g3m) > 0.5 ·#
(
Bm−1 + B
′
m−1
)
= 0.5 ·#
(
Rm−1 +R
′
m−1
)
.(10)
Замечание 4. Коэффициент 0.5 в (8) и (10) обусловлен тем, что сумма прямого и обрат-
ного отрезков одного и того же класса дает отрезок, элементы которого, расположенные
симметрично относительно центра, отличаются лишь порядком слагаемых.
Найдем, например, число представлений четного числа 94 в виде суммы двух простых. Здесь
мы имеем 94 = g116 ∈ G
1, m = 16. Применяя конструкцию (8), получим
A15 = 5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89.
A′15 = 89, 83, 0, 71, 0, 59, 53, 47, 41, 0, 29, 23, 17, 11, 5.
S15{94
+} \ λP = 94, 94, 0, 94, 0, 0, 94, 94, 94, 0, 0, 94, 0, 94, 94.
Полученное значение 0.5 ·#(S15{94
+}\λP) = 4.5 в то время как истинное значение pi+(94) = 5.
Этот же результат мы получим применяя последнее выражение из (8):
L15 = 1, 2, 3, 4, 5, 0, 7, 8, 9, 10, 0, 12, 0, 14, 15.
L′15 = 15, 14, 0, 12, 0, 10, 9, 8, 7, 0, 5, 4, 3, 2, 1.
S15{16
+} \ λP = 16, 16, 0, 16, 0, 0, 16, 16, 16, 0, 0, 16, 0, 16, 16.
Конструкции (9) и (10) приm = 16 дадут соответственно число представлений четных чисел
96 and 98 в виде суммы двух простых.
Замечание 5. Из существования представления в виде суммы двух простых для каждого
из трех последовательных четных чисел g1m, g
2
m и g
3
m следует, что имеется по крайней мере
одно для каждого из трех представлений числа m в виде m = l + l, m = l + r и m = r + r.
2.9. Двойное решето. В параграфах 2.1, 2.2, 2.3 мы показали, что каждая из последователь-
ностей A и B хорошо структурирована по всем простым p ∈ P. Таким образом, для любого
p ∈ P в каждой из последовательностей A, B, L и R найдется одна и только одна беско-
нечная подпоследовательность нулевых членов, индексы которых образуют арифметическую
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прогрессию с разностью p. Для каждого p ∈ P мы имеем
#(Am\λp) = |{ai : i 6 m, (p, ai) = 1}| ∼ m (1− 1/p) ,
#(Bm\λp) = |{bi : i 6 m, (p, bi) = 1}| ∼ m (1− 1/p) .
Определение 6. Последовательность S дважды просеяна по простому числу p, если она
содержит две различные (несовпадающие) подпоследовательности нулевых членов, индексы
которых образуют арифметические прогрессии с разностью p.
Определение 7. На последовательности S реализовано двойное решето, если последова-
тельность S дважды просеяна по всем p ∈ P;
Определение 8. На последовательности S реализовано двойное решето, если последова-
тельность S дважды просеяна по всем p ∈ P, кроме конечного их числа, по которым после-
довательность S просеяна однократно (общий случай).
Теорема 9. Последовательности T \ λP и T есть реализации двойного решета.
Доказательство. Последовательности T \ λP и T имеют одинаковую структуру в смысле рас-
пределения нулевых членов. Рассмотрим структуру последовательности T \ λP :
B =7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, 109, 0, 0, 127, . . .
A =5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, . . .
T \ λP =2, 2, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 0, 0, 0, . . .
Члены обеих последовательностей A и B, прообразами которых являются составные числа и
которые обозначены как 0, отображаются на T \ λP также как 0. Таким образом, индексы
нулевых членов последовательности T \ λP будут определяться всеми выражениями (1), (2),
(3) и (4). Объединяя (1) с (3) и (2) с (4), мы получим четыре семейства арифметических
прогрессий, λ ∈ Z+,
i = λaj ± j,(11)
i = λbk ± k.(12)
Из выражения (11) следует, что в последовательности T \ λP для каждого p ∈ A имеется две
различные подпоследовательности нулевых членов, индексы которых образуют арифметиче-
ские прогрессии с разностью p. Из выражения (12) следует, что в последовательности T \ λP
для каждого p ∈ B имеется две различные подпоследовательности нулевых членов, индек-
сы которых образуют арифметические прогрессии с разностью p. Окончательно, утверждение
теоремы следует из того, что A ∪B ⊃ P. 
Таким образом, сумма последовательностей A и B, а также, сумма последовательностей L
и R являются реализациями двойного решета. Для любого p ∈ P будем иметь
#(Tm \ λp) ∼ m (1− 2/p) .
2.9.1. Общий случай двойного решета. Все бинарные конструкции, рассмотренные в 2.8.1,
2.8.2 и 2.8.3 имеют общий вид S′m±S
′′
m = Sm = {g}
i=m
i=1 и основаны на тождестве s
′
i±s
′′
i = si = g.
Отсюда, если q | g, то q | s′i тогда и только тогда, когда q | s
′′
i . Таким образом, оба элемента s
′
i
и s′′i отображаются в один и тот же элемент si. Пусть p, q ∈ P и пусть q | g и p ∤ g; тогда
#(Sm \ λq) ∼ m (1− 1/q) ,(13)
#(Sm \ λp) ∼ m (1− 2/p) .(14)
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Дадим два примера для иллюстрации этих утверждений. Рассмотрим конструкцию {28−} =
A5 − B. Разность между соответствующими членами последовательностей A5 и B равная
g = 28 имеет единственный простой делитель p = 7. Просеяв эту конструкцию по простому
числу p = 7, 7 | 28, мы получим
A5 \ λ7 = 0, 41, 47, 53, 59, 65, 71, 0, 83, 89, 95, 101, 107, 113, 0, 125, 131, 137, 143, . . .
B \ λ7 = 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 0, 55, 61, 67, 73, 79, 85, 0, 97, 103, 109, 115, . . .
S{28−} \ λ7 = 0, 28, 28, 28, 28, 28, 28, 0, 28, 28, 28, 28, 28, 28, 0, 28, 28, 28, 28, . . .
где в соответствие с (13) в последовательности S{28− \ λ7} вырезан один из каждых семи
членов. Просеяв эту же конструкцию по простому числу p = 5, 5 ∤ 28, получим
A5 \ λ5 = 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 77, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 119, 0, 131, 137, 143, . . .
B \ λ5 = 7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 49, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 91, 97, 103, 109, 0, . . .
S{28−} \ λ5 = 0, 28, 28, 0, 28, 0, 28, 28, 0, 28, 0, 28, 28, 0, 28, 0, 28, 28, 0, . . .
где в соответствие с (14) в последовательности S{28− \ λ5} вырезаны два из каждых пяти
членов. Такой же результат мы получим для любого p ∈ P, p ∤ 28.
Предположим, что при n→∞ существует оценка вида
pi2(n) ∼ mC
∏
56p6n
(
1−
2
p
)
.
Если ни одно p ∈ P не делит g и 3 ∤ g (то есть для любого g = 2ν), будем иметь при n→∞
pig(n) ∼ mC
∏
56p6n
(
1−
2
p
) ∏
n6p6n+g
(
1−
1
p
)
.
Если pk | g, pk ∈ P и 3 ∤ g (то есть, если g = pk2
ν , pk ≪ n), то
pig(n) ∼ mC
pk − 1
pk − 2
∏
56p6n
(
1−
2
p
) ∏
n6p6n+g
(
1−
1
p
)
.
В общем случае, для произвольного четного g будем иметь при n→∞
pig(n) ∼ mCκ
∏
p|g,p∈P
(
p− 1
p− 2
) ∏
56p6n
(
1−
2
p
) ∏
n6p6n+g
(
1−
1
p
)
.(15)
Здесь, в соответствие с Замечанием 3 к параграфу 2.8.1, следует положить κ = 1 если 3 ∤ g и
κ = 2 если 3 | g. Последний множитель в (15) при любом конечном g стремится к 1. Таким
образом, при n→∞ можно считать постоянным отношение
η2(g) =
pig(n)
pi2(n)
= κ
∏
p|g,p∈P
(
p− 1
p
:
p− 2
p
)
= κ
∏
p|g,p∈P
p− 1
p− 2
.
В параграфе 3.2 мы покажем, что число представлений четного числа g в виде суммы двух
простых может быть выражено через pi2(g). В этом случае, в соответствие с Замечанием 4 к
параграфу 2.8.3, нужно положить κ = 0.5 если 3 ∤ g и κ = 1 если 3 | g.
Эти рассуждения можно обобщить на случай суммы любого числа последовательностей.
Сумма k таких, как A, B, Am
′
и Bm
′
последовательностей содержит не менее одной и не
более, чем k бесконечных подпоследовательностей нулевых членов, индексы которых образуют
арифметические прогрессии с разностью p для всех p ∈ P. Например, конструкция T m
′
−T =
(Rm
′
−Lm
′
)−(R−L) дает число форм, состоящих из двух пар простых-близнецов с разностью,
равной 6m′. Здесь мы имеем k = 4. Подробнее эта конструкция будет рассмотрена в п. 3.3.1.
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3. Аддитивные проблемы
3.1. Гипотеза о простых числах-близнецах.
Предложение 10. Существует функция H(m) такая, что:
(1) pi2(6m) > mH(m) для всех достаточно больших m;
(2) mH(m)→∞ когда m→ ∞.
Из неравенств
pi(x) >
x
log x
(
1 +
1
2 log x
)
, x > 59;
e−γ
log x
(
1 +
1
2(log x)2
)
>
∏
p6x
(
1−
1
p
)
, x > 1,
(Rosser, Schoenfeld [2]) следует, что для всех достаточно больших x выполняется неравенство
pi(x) > xeγ
∏
p6x
(
1−
1
p
)
.
Переходя к переменным n и m получим
neγ
∏
p6n
(
1−
1
p
)
< pi(a, n) + pi(b, n), n > 31;
meγ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)
< pi(a, 6m), m > 2;(16)
meγ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)
< pi(b, 6m), m > 9.(17)
Положим существование функций ϕa,m и ϕb,m таких, что mϕa,m = pi(a, 6m),mϕb,m = pi(b, 6m).
Тогда из (16) и (17) следует, что для всех достаточно больших m выполняются неравенства
eγ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)
<
pi(a, 6m)
m
= ϕa,m, e
γ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)
<
pi(b, 6m)
m
= ϕb,m.
Из теоремы Дирихле о простых числах в арифметических прогрессиях следует, что ϕa,m ∼ ϕb,m
когда m→∞. Для перехода к двойному решету используем отношение
C(1:2)(m) =
∏
56p66m
(
1−
2
p
)/ ∏
56p66m
(
1−
1
p
)2
(18)
=
∏
56p66m
p(p− 2)
(p− 1)2
=
4
3
∏
36p66m
p(p− 2)
(p− 1)2
.
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Тогда из (18), имея в виду неравенствa (16) и (17), получим
H(m) = e2γ
∏
56p66m
(
1−
2
p
)
= C(1:2)(m)e
2γ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)2
.(19)
Неравенство pi2(6m) > mH(m) выполняется для всех m > 5 и удовлетворяет условиям Пред-
ложения 10. Доказательство второго утверждения этого и всех последующих Предложений
приводится в конце главы. Функция mH(m) не является хорошим приближением числа пар
простых-близнецов: pi2(6m)−mH(m) > 1251 уже при 6m = 10
6 в то время, как pi2(10
6) = 8168.
3.1.1. Первая гипотеза Харди-Литтлвуда. Если известны значения pi(a, 6m), pi(b, 6m), то из
(19) будем иметь
pi′2(6m) = C(1:2)(m) ·m
pi(a, 6m)
m
·
pi(b, 6m)
m
.(20)
Подстановка m = n/6, pi(a, 6m) · pi(b, 6m) ∼ (pi(n)/2)2 и C(1:2)(m) = 4C2/3, где C2 - постоянная
простых-близнецов, дает
pi′2(n) = 2nC2
[
pi(n)
n
]2
∼ 2C2
n
(log n)2
,
и следовательно, (20) эквивалентно первой гипотезе Харди-Литтлвуда (см. например [3]). В
этом случае pi2(10
6)−pi′2(10
6) = 32.5356 . . . Лучшее приближение для количества пар простых-
близнецов выражается через плотность распределения простых чисел:
pi2(n) ∼ 2C2
∫ n
2
dt
(log t)2
.(21)
Учитывая, как показано в разделе 2.8.1, что плотность простых чисел на одном из суммиру-
емых отрезков изменяется от 1/ log 2 до 1/ log n, а на другом от 1/ log(2 + g) до 1/ log(n + g),
для числа пар простых с разностью g и не превосходящих n+ g, будем иметь:
pig(n)
η2(g)
∼ 2C2
∫ n
2
dt
log t log(t+ g)
.
3.2. Гипотеза Гольдбаха - Эйлера.
Предложение 11. Существует функция H ′(m) такая, что:
(1) для всех достаточно больших m число представлений в виде суммы двух простых
каждого из трех последовательных четных чисел g1m, g
2
m, g
3
m не меньше mH
′(m);
(2) mH ′(m)→∞ когда m→ ∞.
Выражение (21) определяет pig(n) через плотность распределения простых чисел в натураль-
ном ряде с изменением плотности в каждом из слагаемых отрезков от 1/ log 2 до 1/ log n. При
построение отрезков для определения pi+(g) складываются отрезки, плотность распределения
простых в одном из которых уменьшается, а в другом слагаемом отрезке увеличивается. Та-
ким образом, аналогично (21), для оценки числа представлений четного числа g в виде суммы
двух простых получим:
pi+(g)
η2(g)
∼ 2C2
∫ n−2
2
dt
log t log(n− t)
,
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где для достаточно больших g можно полагать n = g. Здесь нужно сделать соответствующий
выбор значений κ в η2(g). Отношение
µ2(n) =
n−2∑
2
1
log t log(n − t)
/n−2∑
2
1
(log t)2
≈
∫ n−2
2
dt
log t log(n− t)
/∫ n−2
2
dt
(log t)2
,
имеет минимальное значение 0, 706 . . . при n = 32, достигает значения 0, 972 . . . при n = 105.
Таким образом, Предложению 2 удовлетворяет функция H ′(m) = µ2(6m)H(m). Окончательно,
при g→ ∞ будем иметь pi+(g) ∼ µ2(g)η2(g)pi2(g).
3.3. Упорядоченные наборы простых чисел (кортежи). Рассмотрим кортежи нечетных
простых чисел, состоящие из четырех элементов q(g1 = 0, g2, g3, g4). Возможны три случая:
(1) g2, g3, g4 ≡ 0, 2 (mod 6)⇒ g1 ∈ A;
(2) g2, g3, g4 ≡ 0, 4 (mod 6)⇒ g1 ∈ B;
(3) g2 ≡ g3 ≡ g4 ≡ 0 (mod 6)⇒ g1, g2, g3, g4 ∈ A или g1, g2, g3, g4 ∈ B.
Для построения конструкции, дающей решение задачи нахождения кортежей q(0, g2, g3, g4),
необходимо сложить четыре последовательности вида Am
′
и Bm
′
. Каждая последовательность
соответствует классу одного из элементов, при этом
если g1 ∈ A, то m
′ = g/6 для g ∈ A и m′ = (g − 2)/6 для g ∈ B;
если g1 ∈ B, то m
′ = (g + 2)/6 для g ∈ A и m′ = g/6 для g ∈ B.
Например, для q(0, 2, 12, 24) получим
A = 5, 11, 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0,. . .
B = 7, 13, 19, 0, 31, 37, 43, 0, 0, 61, 67, 73, 79, 0, 0, 97, 103, 109, 0, 0, 127,. . .
A2 = 17, 23, 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, 131, 137,. . .
A4 = 29, 0, 41, 47, 53, 59, 0, 71, 0, 83, 89, 0, 101, 107, 113, 0, 0, 131, 137, 0, 149,. . .
S(0, 2, 12, 24) = 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,. . .
Последовательность S(0, 2, 12, 24) есть реализация четырехкратного решета. Для любого
p ∈ P в ней найдутся четыре различные (несовпадающие) подпоследовательности нулевых
членов, индексы которых образуют арифметические прогрессии с разностью p . Исключениями
являются подпоследовательности с разностями p = 5 и p = 11, так как 5 | g3− g2 и 11 | g4− g2.
Число каждой из этих подпоследовательностей в последовательности S(0, 2, 12, 24) равно 3.
3.3.1. Кортежи, содержащие две пары близнецов. Пусть Πm′(n) - количество пар близнецов
p, p + 2 не превосходящих n и таких, что p′ = p + 6m′, p′ + 2 также является парой близне-
цов. Такая четверка есть кортеж q(0, 2, 6m′, 2). Конструкцией для определения числа таких
кортежей будет
Πm′(6m) = #{T
m′
m − Tm}
= #{(Rm
′
−Lm
′
)− (R−L)}
= #{(Bm
′
−Am
′
)− (B −A)}.(22)
При m′ = 1 получим число квадруплетов Π1(6m).
Предложение 12. Существует функция Q(m) такая, что:
(1) для всех достаточно больших m выполняется неравенство Π1(6m) > mQ(m);
(2) mQ(m)→∞ когда m→∞.
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Как было замечено в разделе 2.9.1, в конструкции (22) суммируются k = 4 отрезка хорошо
структурированных последовательностей, просеянных по всем p ∈ P. При m′ = 1 для всех
p ∈ P
|{i : i 6 m, (p, ai · bi · ai+1 · bi+1) = 1}| ∼ m (1− 4/p) ,
то есть результатом сложения четырех последовательностей A,B,A1 и B1 является после-
довательность, где для каждого p ∈ P имеется ровно четыре различные (несовпадающие)
подпоследовательности нулевых членов, индексы которых образуют арифметические прогрес-
сии с разностью p. Используя метод, аналогичный примененному в разделе 3.1, для перехода
от однократного и двойного решета к четырехкратному решету соответственно используем
отношения
C(1:4)(m) =
∏
56p66m
(
1−
4
p
)/ ∏
56p66m
(
1−
1
p
)4
(23)
=
∏
56p66m
(p− 4)p3
(p− 1)4
,
C(2:4)(m) =
∏
56p66m
(
1−
4
p
)/ ∏
56p66m
[(
1−
2
p
)2]2
(24)
=
∏
56p66m
(p− 4)p
(p− 2)2
.
Тогда из (23) и (24), имея в виду неравенствa (16), (17) и (19), получим
Q(m) = e4γ
∏
56p66m
(
1−
4
p
)
= C(1:4)(m)e
4γ
∏
56p66m
(
1−
1
p
)4
= C(2:4)(m)e
4γ
∏
56p66m
[(
1−
2
p
)2]2
Неравенство Π1(6m) > mQ(m) выполняется для всех m > 1. При 6m = 10
6 имеем Π1(6m) =
166 и Π1(6m) − mQ(m) ≈ 52.07. Лучшую оценку для Π1(6m) можно получить через число
простых чисел или число пар простых-близнецов используя технику, примененную в п. 3.1:
Π1(6m) ∼ mC(1:4)(m)
[
pi(a, 6m)
m
·
pi(b, 6m)
m
]2
(25)
∼ mC(2:4)(m)
[
pi2(6m)
m
]2
.(26)
где limm→+∞C(1:4)(m) = 0, 3074950. При n = 10
6, формула (25) дает отклонение от истинного
значения числа квадруплетов, равное 8.39 . . ., а формула (26) — 7.12 . . .
В общем случае Πm′(6m) > η4(0, 2, 6m
′, 2)Π1(6m), где
η4(0, 2, 6m
′, 2) =
Πm′(6m)
Π1(6m)
=
∏
p|m′,p∈P
(
p− 2
p− 4
)
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Число квадруплетов Π1(n), выраженное через плотность распределения простых чисел при
n→∞ есть
Π1(n) ∼ C(1:4)(m)
∫ n
2
dt
log t log(t+ 2) log(t+ 6) log(t+ 8)
∼ C(1:4)(m)
∫ n
2
dt
(log t)4
.
Обобщением Предложения 12 является утверждение о существовании бесконечного множества
любых кортежей, состоящих из четырех, необязательно последовательных, простых чисел.
Заметим, что η4(g1, g2, g3, g4) > 1 для любых кортежей q(g1, g2, g3, g4).
3.4. Усиленная гипотеза Гольдбаха-Эйлера. При рассмотрении аддитивных задач есте-
ственным образом возникает вопрос: как много (конечно ли число) четных чисел, не предста-
вимых в виде суммы двух простых, каждый из которых имеет своего близнеца (в дальнейшем
- двух близнецов). Очевидно, что если одно число из тройки четных чисел g1m, g
2
m, g
3
m пред-
ставимо в виде суммы двух близнецов, то представимы в таком виде и два других. Две пары
близнецов дают по одному представлению чисел g1m и g
3
m и два представления числа g
2
m для
некоторого m. Мы будем считать такую комбинацию за одно представление. То есть все три
числа или представимы в виде суммы двух близнецов, или не представимы. Непосредственная
проверка более чем тридцати тысяч таких троек показала, что только 12 из них в таком виде
не представимы.
Предложение 13. (Усиленная гипотеза Гольдбаха-Эйлера) Все четные числа кроме чисел
вида g1m, g
2
m, g
3
m приm = 1, 16, 67, 86, 131, 151, 186, 191, 211, 226, 541, 701, имеют представления
в виде суммы двух близнецов. Кроме того, существует функция Q′(m) такая, что:
(1) для всех достаточно больших m количество этих представлений не меньше mQ′(m);
(2) mQ′(m)→∞ когда m→ ∞.
Конструкцию для определения количества таких представлений можно выразить во вве-
денных обозначениях как (Tm + T
′
m) =
(
(Rm − Lm) + (R
′
m − L
′
m)
)
. Продолжая рассуждения
п.3.2, получим оценку для mQ′(m):
Q′(m) < η4(m) · µ4(m) · C(1:4)(m)
[
pi(6m)
m
]4
,
где
µ4(n) =
n−2∑
2
1
(log t)2(log(n− t))2
/n−2∑
2
1
(log t)4
≈
∫ n−2
2
dt
(log t)2(log(n− t))2
/∫ n−2
2
dt
(log t)4
имеет минимальное значение 0, 136278 . . . при n = 227 и достигает значения 0, 64123 . . . при
n = 2 · 105. Таким образом, можно принять Q′(m) = µ4(6m)Q(m). Неравенство Q
′(m) > 1
выполняется для всех m > 947 > 701 откуда следует, что все четные числа, большие чем
4208 = 6× 701 + 2, представимы в виде суммы двух близнецов.
Предложение 13 может быть обобщено на множество пар простых с фиксированной разностью
d если 3 ∤ d.
Справедливость второго пункта каждого из Предложений следует из приведенной ниже
Теоремы.
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Теорема 14. Если m→ ∞, то
m
∏
56p66m
(
1−
4
p
)
→ ∞.
Доказательство. Из асимптотического равенства (Rosser, Schoenfeld, [2])∏
α<p6x
(
1−
α
p
)
∼=
c(α)
(log x)α
мы имеем
Im = m
∏
56p66m
(
1−
4
p
)
∼=
c(4) ·m
(log 6m)4
,
где c(4) > 2.47. Доказательство следует из известного отношения limx→+∞ x
−n log x = 0, спра-
ведливого для всех n > 0. (Например, Hardy [1], стр. 381.)

4. Плотности последовательностей
Пусть как обычно, натуральная (асимптотическая) плотность δ (S) и плотность по Шни-
рельману d (S) последовательности Sm определяются как
δ (S) = lim
m→∞
∣∣S(m)∣∣
m
, d (S) = lim inf
m→∞
∣∣S(m)∣∣
m
.
Определим сумму S′⊕S′′ двух последовательностей как множество целых чисел вида s′, s′′ или
s′ + s′′. Очевидно, что δ(P ) = d(P ) = 0, δ (L) = δ (R) = δ (T ) = 0 и d (L) = d (R) = d (T ) = 0.
Легко видеть, что из справедливости гипотезы Гольдбаха-Эйлера следует, что δ (P⊕ P) > 0.5.
Метод, примененный для доказательства этой гипотезы позволяет утверждать, что
d (L ⊕L) = d (L⊕R) = d (R⊕R) = 1,
то есть существуют натуральные базисы порядка 2 нулевой плотности (Замечание 5). Из спра-
ведливости усиленной гипотезы Гольдбаха-Эйлера также следует, что δ (T ⊕ T ) = 1, то есть
последовательность T является асимптотическим базисом порядка 2.
Последовательность простых чисел (с включением 1) является базисом порядка 3.
Последовательность простых-близнецов является асимптотическим базисом порядка 3.
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